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Modelli.1 
Problemi di Ottimizzazione 
 Obiettivo:  “misura” della qualità di una soluzione.  
 Vincoli:  “condizioni” che devono essere soddisfatte per 
                 ottenere una soluzione ammissibile. 
 Problema di Ottimizzazione:  
    determina una soluzione ammissibile che minimizza 
(o massimizza) l’obiettivo. 
   Problemi  di  Ottimizzazione  Multi-Obiettivo 
Modelli.2 
Modelli Matematici  
•  x1,  x2, …,  xn  “variabili decisionali”  (variabili indipendenti) 
•  z  valore della qualità della soluzione (variabile dipendente): 
z = f (x1,  x2, …,  xn) 
      f (x1,  x2, …,  xn)  “funzione obiettivo” 
                                     (da minimizzare o massimizzare) 
•  spesso (x1, x2, …, xn) devono assumere valori appartenenti ad 
un insieme specifico  (“regione ammissibile”) 
•  Es.      z = max {f (x), x ∈ F }  (F = regione ammissibile) 
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Modelli Matematici (2) 
Modelli.4 
ESEMPIO: 
Problema di Ottimizzazione della produzione 
Si possono produrre 2 tipi di articoli:  (1, 2) 
*  PROFITTI:    per ogni articolo del tipo 1  =  6, 
                   per ogni articolo del tipo 2  =  5. 
*  RICHIESTE DEL MERCATO: 
tipo 1:  4 unità;    tipo 2:  6 unità. 
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* TEMPI DI LAVORAZIONE: 
   tipo 1: 3 ore per unità;  tipo 2:  2 ore per unità. 
* TEMPO DI LAVORAZIONE DISPONIBILE 
GIORNALIERO:    18 ore. 
 * Determinare la quantità dei due articoli da 
produrre in un giorno in modo da 
MASSIMIZZARE il profitto globale. 
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   MODELLO MATEMATICO 
   Variabili decisionali: 
     x1  =  quantità del tipo 1 da produrre giornalmente,  
     x2  =  quantità del tipo 2 da produrre giornalmente. 
   max  Z  =  6 x1  +  5 x2    (funzione obiettivo) 
   x1  ≥  0     x1  ≤  4        (vincoli sulle richieste) 
   x2  ≥  0     x2  ≤  6 
   3 x1 + 2 x2   ≤  18    (vincolo sul tempo di 
lavorazione) 
 * PROBLEMA DI  PROGRAMMAZIONE LINEARE  
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x2 
x1 
X1 = 4 
X2 = 6 
A B 
C 
D E 
3 x1 +  2x2 = 18 
A (0,6) 
B (2,6) 
C (4,3) 
D (4,0) 
E (0,0) 
. . 
. 
. . 
 max  Z  =  6 x1  +  5 x2 
x1 ≥  0    x1 ≤  4           
x2 ≥  0   x2 ≤  6 
   3 x1 + 2 x2   ≤  18              
SOLUZIONE GRAFICA  (solo 2 variabili decisionali) 
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x1 
X1 = 4 
X2 = 6 
A (0,6) 
B (2,6) 
C (4,3) 
D (4,0) 
E (0,0) 
x2 
sol. ott. 
A 
C 
D E 
30 = 6x1+5x2 
15 = 6x1+5x2 
3x1+2x2 = 18 
B 
SOLUZIONE OTTIMA:  x1 = 2,  x2 = 6 Z = 42 
. . 
. 
. . 
max  Z  =  6 x1  +  5 x2  
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Il profitto per ogni unità del tipo 2 diminuisce     
da  5  a  3  
max  Z = 6 x1 + 5 x2  
          x1   ≥  0    x1   ≤  4 
    x2   ≥  0    x2  ≤  6 
    3 x1  + 2 x2   ≤   18 
+ 3 x2 
ANALISI  PARAMETRICA. 
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x1 
X1 = 4 
X2 = 6 
A (0,6) 
B (2,6) 
C (4,3) 
D (4,0) 
E (0,0) 
x2 
sol. ott. 
A 
D E 
3x1 + 2x2 = 18 
B 
SOLUZIONE  OTTIMA  x1 = 4,  x2 = 3 Z = 33 
C 
 18 = 6x1+3x2 
9 = 6x1+3x2 
. . 
. 
. .
max  Z = 6 x1  + 3 x2 
Modelli.11 
Il tempo globale di lavorazione diminuisce  
                               da 18 a 16 ore  
     max  Z = 6 x1 + 5 x2   
          x1  ≥  0      x1  ≤  4 
    x2  ≥  0      x2  ≤  6 
    3 x1  + 2x2  ≤  18 16 
 ANALISI  PARAMETRICA. 
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x1 
X1 = 4 
X2 = 6 
A (0,6) 
B (2,6) 
C (4,3) 
D (4,0) 
E  (0,0) 
B’ (4/3,6) 
C’ (4,2) 
x2 
A 
D E 
3x1  + 2x2 = 18 
B 
C 
3x1  + 2x2  = 16 
B’ 
C’ 
. . . 
. 
. 
. . 
max  Z = 6 x1 + 5 x2             
  x1  ≥  0    x1  ≤  4    
  x2  ≥  0     x2   ≤   6 
3 x1 + 2x2  ≤  16 
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x1 
X1 = 4 
X2 = 6  
 A (0,6) 
*B’ (4/3,6) 
 C’ (4,2) 
 D (4,0) 
 E (0,0) 
x2 
A 
D E 
3x1 + 2x2  =  16 
B’ 
C’ 
30 = 6x1+5x2 
 15 = 6x1+5x2 
. . 
. 
. . 
max  Z = 6 x1 + 5 x2 
SOLUZIONE OTTIMA:  x1 = 4/3,  x2 = 6 Z = 38 
 sol. ott.  
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          max  Z  =  6 x1  +  5 x2   
          x1  ≥  0      x1  ≤  4 
    x2  ≥  0      x2  ≤  6 
    3 x1  +  2x2  ≤  16 
     x1 e  x2  devono avere valori interi 
 Problema di Programmazione Lineare Intera    
                                                 (PLI)         
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x1 
X1 = 4 
X2 = 6 
 A (0,6) 
*B’ (4/3,6) 
 C’ (4,2) 
 D (4,0) 
 E (0,0) 
 F (2,5)   sol. ott. 
x2 
A 
D E 
3x1 + 2x2 = 16 
B’ 
C’ 
F 
. 
. 
.
. . 
. 
.  .   . 
.   .  .  .  . 
.   .  .  .  
. 
.   .  .  . 
.   .  .   
.   .   
  . 
SOLUZIONE OTTIMA : x1 = 2,  x2 = 5 Z = 37 
max  Z = 6 x1 + 5 x2 
x1 e  x2  devono avere valori interi 
. Soluzioni ammissibili 
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Noleggio di macchinari 
•  Un ente pubblico deve noleggiare dei macchinari 
•  Noleggi possibili per 3 periodi diversi: 
•  1 mese:  400 €  
•  2 mesi:   700 €  (= 350 €/mese) 
•  3 mesi:   900 €  (= 300 €/mese) 
•  minimizzare il costo complessivo di noleggio 
Mese Gennaio Febbraio Marzo Aprile 
Fabbisogno 9 5 7 9 
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Modello  Matematico 
•  Non basta sapere quanti macchinari noleggiare: 
•  quando (gennaio, febbraio, marzo, aprile)  
•  per quanto tempo (1, 2 o 3 mesi) 
Variabili decisionali: 
GE1, GE2, GE3 = n. macch. affittati a Gennaio per 1, 2 e 3 
mesi. 
    … 
AP1, AP2, AP3 = n. macch. affittati ad Aprile per 1, 2 e 3 mesi. 
Modelli.18 
Modello   Matematico (2) 
min    400 GE1 + 400 FE1 + 400 MA1 + 400 AP1 +  
  700 GE2 + 700 FE2 + 700 MA2 + 700 AP2 +  
          900 GE3 + 900 FE3 + 900 MA3 + 900 AP3 
 GE1 + GE2 + GE3  ≥  9 
 FE1 + FE2 + FE3 + GE2 + GE3  ≥  5 
 MA1 + MA2 + MA3 + FE2 + FE3 + GE3 ≥  7 
 AP1 + AP2 + AP3 + MA2 + MA3 + FE3  ≥  9 
GE1, GE2, …, MA2, MA3, AP1, AP2, AP3  ≥  0   INTERE 
  Modello PLI 
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Modello PLI (2) 
min    400 GE1 + 400 FE1 + 400 MA1 + 400 AP1 +  
  700 GE2 + 700 FE2 + 700 MA2 + 700 AP2 +  
          900 GE3 + 900 FE3 + 900 MA3 + 900 AP3 
 GE1 + GE2 + GE3  ≥  9 
 FE1 + FE2 + FE3 + GE2 + GE3  ≥  5 
 MA1 + MA2 + MA3 + FE2 + FE3 + GE3 ≥  7 
 AP1 + AP2 + AP3 + MA2 + MA3 + FE3  ≥  9 
GE1, GE2, …, MA2, MA3, AP1, AP2, AP3  ≥  0   INTERE 
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Turnazione del personale 
•  personale richiesto per giorno della settimana: 
Lu Ma Me Gi Ve Sa Do 
17 13 15 19 14 16 11 
•  ogni persona  
•  lavora 5 giorni consecutivi 
•  i 2 giorni successivi sono di riposo 
•  minimizzare il numero di persone necessarie 
•  altri vincoli possibili in problemi reali: 
•  turni diversi 
•  preferenze  
Modelli.21 
Modello Matematico 
x1 : numero di persone che iniziano il turno Lun 
x2 : numero di persone che iniziano il turno Mar … 
           min   x1  + x2   + x3  + x4   + x5  + x6  + x7  
Lu:   x1     + x4   + x5  + x6   + x7  ≥  17 
Ma:   x1   + x2     + x5  + x6   + x7  ≥  13 
Me:   x1   + x2   + x3     + x6   + x7  ≥  15 
Gi:   x1   + x2   + x3  + x4     + x7  ≥  19 
Ve:   x1  + x2   + x3  + x4   + x5    ≥  14 
Sa:    + x2   + x3  + x4   + x5  + x6    ≥  16 
Do:       + x3  + x4   + x5  + x6  + x7  ≥  11 
 x1, x2,… x7 ≥ 0     INTERE     (Modello PLI) 
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Localizzazione infrastrutture 
•  apertura centri CUP in una città divisa in 6 quartieri 
•  1 possibile centro CUP per ogni quartiere 
•  tempi di trasferimento tra i quartieri (in minuti): 
1 2 3 4 5 6 
1 0 10 20 30 30 20 
2 10 0 25 35 20 10 
3 20 25 0 15 30 20 
4 30 35 15 0 15 25 
5 30 20 30 15 0 15 
6 20 10 20 25 15 0 
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Localizzazione infrastrutture (2) 
•  massimo tempo di trasferimento 15 minuti 
1 2 3 4 5 6 
1 0 10 – – – – 
2 10 0 – – – 10 
3 – – 0 15 – – 
4 – – 15 0 15 – 
5 – – – 15 0 15 
6 – 10 – – 15 0 
•  minimizzare il numero di centri  CUP aperti 
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Modello Matematico 
xi : 1 se si attiva il centro CUP nel quartiere i, 0 altrimenti 
                                                                      (i =1 ,…, 6) 
       min   x1  + x2   + x3  + x4   + x5  + x6   
1:   x1  + x2      ≥  1 
2:   x1  + x2      + x6  ≥  1 
3:      + x3  + x4    ≥  1 
4:      + x3  + x4   + x5    ≥  1 
5:      + x4   + x5  + x6  ≥  1 
6:    + x2      + x5  + x6  ≥  1 
  x1   … x6 ≥ 0      INTERE        (Modello PLI) 
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Problema dello Zaino (KP01) 
(Knapsack  Problem) 
Problema di selezione: 
n   oggetti 
Pj  “profitto” dell’oggetto  j,   j  = 1, …, n    (Pj  > 0) 
Wj  “peso” dell’oggetto  j,     j = 1, …, n       (Wj > 0) 
 1  contenitore (zaino, “knapsack”) di “capacità” C 
 determinare un sottoinsieme di oggetti avente 
massimo profitto e peso complessivo non 
superiore alla capacità C dello zaino. 
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Modello Matematico  KP01 
  max  Σj=1,n   Pj  xj 
   Σj=1,n   Wj  xj  ≤ C     
   xj  ∈{0, 1}  (  j = 1, …, n) 
oppure  0 ≤  xj  ≤ 1    INTERO  (  j = 1, …, n) 
  Modello PLI 
 1  se l’oggetto j viene inserito nel contenitore 
 0  altrimenti                       ( j = 1, …, n) 
xj = 
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Bin Packing (BPP) 
n   oggetti 
Wj peso dell’oggetto j ( j=1,…,n)  (Wj  > 0) 
m  contenitori (bin), ciascuno di capacità C 
 impaccare tutti gli oggetti nel minor numero 
possibile di contenitori in modo che la somma dei 
pesi degli oggetti inseriti in ogni contenitore non 
superi la capacità C. 
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Modello Matematico del BPP 
 1  se l’oggetto  j  viene inserito nel contenitore i 
 0  altrimenti            ( i = 1, …, m;  j = 1, …, n) 
xij = 
 1  se il contenitore  i  viene utilizzato 
 0  altrimenti                 ( i = 1, …, m) 
yi = 
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Modello Matematico del BPP (2) 
 min  Σi=1,m   yi 
      Σj=1,n  Wj  xij  ≤ C  yi     (i = 1, …, m) 
        Σi=1,m   xij  = 1                     (j = 1, …, n) 
        yi  ∈{0, 1}                        (i = 1, …, m)  
        xij  ∈{0, 1}            ( i = 1, …, m;  j = 1, …, n) 
Modello PLI 
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Assegnamento di incarichi 
n  persone  ed  n  incarichi 
cij    costo (tempo)  ass.  incarico  j  alla  persona  i  
 Determinare l’assegnamento delle persone agli 
incarichi di costo complessivo minimo 
•  Es. n= 2    (2 soluzioni  ammissibili) 
          incarico 
  pers.  1      2                   
  1  20    40 
  2  20    30 
C soluzione ottima (costo 50) 
osto = 40 
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Assegnamento  di  incarichi  (2) 
•  n = 3    incarico 
  pers.  1  2  3 
  1  20  60  30 
  2  80  40  90 
  3  50  70  80 
6 soluzioni ammissibili 
 soluzione ottima (costo 120) 
N. soluzioni = n (n-1) (n-2) … 2  = n! 
se n = 20  ⇒  n!  ≈  2.4  * 1018  
enumerazione su PC in grado di generare e valutare 
108 soluzioni al secondo: 1 giorno = 86400 secondi: 
circa 1013  soluzioni: 2.4  105   giorni:  7 secoli ! 
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Variabili decisionali 
    incarico 
  pers.  1  2  3 
  1  20  60  30 
  2  80  40  90 
  3  50  70  80 
    variabili 
   1  2  3 
  1  0  0  1 
  2  0  1  0 
  3  1  0  0 
 un solo 1 in ogni riga (persona)  
un solo 1 in ogni colonna (incarico) 
 1  se la persona  i  esegue l’incarico j 
 0  altrimenti            ( i, j = 1, …, n) 
xij = 
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Modello Matematico 
•  Funzione obiettivo (min. costo) 
  min   Σi=1,n Σj=1,n  cij  xij  
•  Un solo incarico per persona: 
   Σj=1,n   xij  =  1  ( i = 1, …, n) 
•  Una sola persona per incarico: 
   Σi=1,n   xij  =  1  ( j = 1, …, n) 
    
 xij  ∈{0, 1}     ( i, j = 1, …, n) 
                                                        Modello PLI 
   variabili 
   1  2  3 
  1  0  0  1 
  2  0  1  0 
  3  1  0  0 
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Assegnamento  Generalizzato 
  m  persone (macchine)   
  n  incarichi (lavori) 
  cij  costo assegnamento  incarico  j  alla  persona  i  
  rij  tempo assegnamento  incarico  j  alla  persona  i  
  bi   tempo disponibile per la persona  i  
 Assegna ogni incarico ad una ed una sola  persona in 
modo che il  costo complessivo sia minimo ed il tempo 
di utilizzazione di ogni persona non superi il 
corrispondente tempo disponibile   
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Modello Matematico 
•  Funzione obiettivo (min. costo) 
  min   Σi=1,m Σj=1,n  cij  xij  
•  Una sola persona per incarico: 
  Σ i=1,m   xij  =  1           ( j = 1, …, n) 
•  tempo di lavorazione per persona: 
  Σ j=1,n   rij  xij            ≤     bi             ( i= 1, …, m) 
    
     xij  ∈  {0, 1}          (i = 1, …, m,  j = 1, …, n) 
                       Modello PLI 
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Sequenziamento di Lavorazioni 
•  n  lavorazioni 
•  m   macchine identiche 
•  pj  tempo di “processamento”  lavorazione  j 
•  “no preemption” = una volta iniziata, la  
                lavorazione non può essere interrotta  
•  una sola lavorazione alla volta per ogni macchina 
•  assegnare le lavorazioni alle macchine in modo da 
minimizzare l’istante di fine processamento delle 
macchine (“makespan”) 
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Sequenziamento di Lavorazioni (2) 
•  n = 5,  m = 2,  pj = {90, 50, 30, 40, 20} 
m1 
m2 
t 
J1 
90 
J5 
110 
J2 
50 
J4 J3 
120 
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Sequenziamento di Lavorazioni (3) 
•  n = 5,  m = 2,  pj = {90, 50, 30, 40, 20} 
•  Z = makespan = 120 
•  LB = Lower Bound =  Σj=1,n  Pj /m = 230/2 = 115 
•  Z =  valore della soluzione ottima 
•  soluzione ottima: macchina 1: lavorazioni   1 e 5 
                                 macchina 2: lavorazioni   2, 3 e 4 
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Variabili decisionali 
    lavorazioni 
  macch.  1  2  3  4  5 
  1  1  0  0  0  1 
  2  0  1  1  1  0 
z = massimo tempo di lavorazione (makespan) 
 1  se la macchina i esegue lavorazione j 
 0  altrimenti   ( i = 1, …, m;  j = 1, …, n) 
xij = 
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•  Funzione obiettivo (min. makespan) 
   min  z 
•  Definizione makespan: 
   Σj=1,n   pj  xij  ≤  z  ( i = 1, …, m) 
•  Ogni lavorazione su una sola macchina: 
   Σi=1,m   xij  =  1  ( j = 1, …, n) 
          xij ∈ {0, 1}   ( i = 1, …, m;  j = 1, …, n) 
            z  ≥  0 
 Modello PLI 
Modello Matematico (PLM) 
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Problema del Set Covering (SCP) 
•  Matrice binaria A con m righe e n colonne: 
 Se  aij = 1 si dice che la colonna  j ( j  = 1, …, n) 
“copre” la riga i ( i = 1, …, m) 
•  Cj “costo” della colonna  j ( j  = 1, …, n) 
 determinare un sottoinsieme di colonne avente 
costo minimo e tale che ogni riga sia coperta da 
almeno una colonna selezionata 
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Modello Matematico 
 min  Σj=1,n  Cj  xj 
    Σj=1,n  aij  xj ≥ 1     ( i = 1, …, m) 
       xj  ∈{0, 1}           ( j = 1, …, n) 
Modello PLI 
 1  se la colonna j viene selezionata 
 0  altrimenti                 ( j = 1, …, n) 
xj = 
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Variante: Set Partitioning (SPP) 
 determinare un sottoinsieme di colonne avente 
costo minimo e tale che ogni riga sia coperta da 
esattamente una colonna selezionata. 
     Σj=1,n  aij  xj = 1     (i = 1, …, m) 
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Produzione e Stoccaggio (1) 
•  Pianificazione della produzione di un prodotto 
nell’arco di n mesi con costi di produzione e 
stoccaggio  variabili. 
•  Per ogni mese i (i = 1, …, n) 
di domanda del mese i 
mi  capacità di produzione del mese i 
ci  costo di produzione unitario del mese i 
ri   costo di stoccaggio unitario del mese i 
s0  quantità in magazzino a inizio periodo 
Soddisfare le domande di ogni mese 
minimizzando il costo globale 
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Produzione e Stoccaggio (2) 
•  Variabili decisionali: 
 xi  quantità prodotta nel mese i (i = 1, …, n) 
  si  quantità stoccata nel mese i (i = 1, …, n) 
Obiettivo: 
minimizzazione del costo totale 
min    Σi=1,n  ci  xi  +  Σi=1,n  ri  si 
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Produzione e Stoccaggio (3) 
•  Obiettivo    min  Σi=1,n  ci  xi  +  Σi=1,n  ri si 
•  capacità   xi  ≤ mi    ( i = 1,…, n) 
•  domanda   xi + si–1 – si  =  di     ( i = 1,…, n) 
•                      xi ,  si  ≥ 0      ( i = 1,…, n) 
                        Modello PL 
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Costo  Fisso  di  Produzione 
•  Problema di mix di produzione (n  prodotti) 
•  Contributo prodotto  j  (  j = 1,…, n)  al  costo  totale: 
•  0,  se non prodotto   ( xj = 0) 
•  Fj  +  pj  xj  se prodotto   ( xj > 0) 
•  Fj = costo fisso (macchinari) 
•  pj = costo di prod. unitario 
•  discontinuità nell’origine 
 xj 
Fj 
costo 
 prodotto 
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Costo Fisso di Produzione (2) 
•  vincoli di tipo 
logico (if …) 
•  occorre legare tra 
loro le x e le y con 
vincoli lineari 
(  j = 1,…, n) 
Fj 
xj 
Min  Σj=1,n  (Fj  yj + pj  xj ) 
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Costo fisso di produzione (3) 
con M >> 1 (≅ +∞) 
•  validità del vincolo: 
•  se xj > 0   yj  deve essere = 1  ( xj  ≤  M) 
•  se xj = 0   yj  può essere =  0  o  1 (0 ≤ 0  o  M ) 
oppure 
•  se yj = 0   xj  deve essere = 0 ( xj ≤ 0) 
•  se yj = 1   xj  può essere = 0  o > 0  ( xj ≤  M ) 
•  il vincolo impone solo parte della relazione logica 
⇒ 
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Costo fisso di produzione (4) 
                    xj ≥ 0,   yj ∈{0, 1}     ( j = 1, …, n) 
      Modello PLM (Programmazione Lineare Mista) 
•  non è necessario imporre anche l’altra metà della 
relazione logica 
•  una soluzione con xj = 0 ed yj = 1 non può essere 
ottima (ne esiste una equivalente che costa meno) 
Min  Σj=1,n  (Fj  yj + pj  xj ) 
